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Sommaire
'route thoorio locale du potcntiel suppose que l'ensemble de base soit un espace
semi-topologique. D'autre part, l'introduction de cette notion agrandit Ie rayon
d'action de la theorie axiomatique du potentiel.
O. Introduction
On sait que la theorie axiomatique des espaces harrnoniques, introduite
par BRELOT dans [4] et modifiee par Bauer et Boboc, Constantinescu,
Cornea, admet comme modeles les solutions d'une equation differentielle
elliptique ou meme parabolique. D'autre part, on retrouve les termes et
les resultats de cette theorie dans la theorie des processus de Markov.
On sait meme construire un tel processus it partir d'un espace strictement
harmonique (voir [3]). Cependant, il y a assez d'exemples dont la structure
est analogue it celle des espaces harmoniques, mais qui ne verifient pas
tous les axiomes de cette theorie. Par exemple, les fonctions analytiques,
les solutions des equations aux differences elliptiques, des systemes
d'equations differentielles elliptiques ou d'equations elliptiques non-
Iineaires et les fonctions invariantes par rapport it une famille de noyaux.
Pour les equations non-lineaires ou les systemes, une solution partielle
est donnee dans [5].
Les remarques precedentes amenent it poser la question de l'axiomatique
la plus generale des espaces harmoniques. Les fonctions harmoniques des
exemples mentionnes ne sont pas toutes it valeurs reelles. Dans [1] nous
avons etudie un problema de Dirichlet pour des fonctions it valeurs dans
un espace ordonne et topologique quelconque R et nous avons donne les
conditions minimales qu'il faut imposer it R. Une autre difficulte reside
dans Ie fait qu'une fonction harmonique dans un ouvert U est parfois
neoessairement definie dans un ensemble plus grand Up. Cela se produit
pour les fonctions harmoniques discretes et souvent pour les fonctions
invariantes par rapport it un noyau. Neanmoins, pour une bonne theorie
locale, il semble necessaire it exiger qu'une fonction est definie uniquement
dans UP par ses valeurs locales, c'est-a-dire par ses valeurs dans chaque
ensemble UiP, ou (Ut ) est un recouvrement ouvert quelconque de U. Dans
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le paragraphe 3, nous demontrons que cette propriete est equivalente it
l'existence d'une structure topologique generalisee, appelee semi-topologie,
verifiant un axiome plus faible que l'axiome de I'idempotence de l'operateur
dadherenoe.
Une partie de la theorie des espaces semi-topologiques est deerite dans
les paragraphes 1 et 2. Dans le paragraphe 3, on introduit les liasses de
fonctions, une generalisation evidente des faisceaux de fonctions. Dans
Ie paragraphe 5, on donne le debut d'une theorie locale elu potentiel,
associee it un noyau. On verra qu'une telle theorie est neoessairement
semi-topologique et non-topologique. Les fonctions harmoniques de cet
exemple sont reelles, Un exemple d'une liasse non-topologique de fonctions
non-reelles est donne parIes martingales (paragraphe 4.3).
Au lieu d'une liasse de fonctions dans R, on pourrait etudier une liasse
it valeurs dans une categorie dont les objets sont des ensembles ordonnes,
comme Monna le fait dans [8] pour les faisceaux. Cependant, on peut
toujours interpreter une telle liasse comme une liasse de fonctions et,
R etant arbitraire dans notre theorie, cette generalisation ne nous semble
pas urgente.
Les generalisations des autres axiomes des espaces harmoniques, it
savoir l'existence d'une base d'ouverts reguliers, le principe du minimum
et l'axiome de convergence, seront traitees dans une publication ulterieure.
1. Eepaces semi-topoloqiques
Definition 1. On appelle topoloqie v» sur un ensemble Dune appli-
cation iX: A 1_ A'" de ~(Q) dans lui-meme, telle que:
(iXl) 0'=0.
(iX2) A" ~ A, pour tout A CD.
(iX3) (A U B)"=A" U B'\ pour chaque A, Be Q.
On appelle semi-topoloqie sur D chaque topologie vu sur n, vorifiant Ia
relation:
(iX4) (U Bst C A", pour chaque A C Q et toute famille (Bs) s es telle que
Bs" C A' pour chaque s EO H.
On appellera eepace vn (ou cspacc semi-topoloqiquei I'ensemble Q muni
de cette structure. L'ensernble A'" sera appele la semi-adherence de A,
l'ensemble At= C((CA)") le semi-interieur de A. On ecrira x" au lieu de {xY.
On dit que l'ensemble Vest un semi-voisinage de x EO Q si x EO I", Toute
topologie vo sur Q est uniquement determinee par les filtres lE(x) des
semi-voisinages des points x EO Q. La semi-adherence de A C Q est l'en-
semble des points semi-adherents it A, c'est-a-dire les points x tels que
V n A =f- 0 pour chaque V EO lE(x).
On dit qu'une partie A de Q est semi-jermee (semi-ouverte) , si A = B'"
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(A =B'), pour une partie B de D. L'axiome (IX4) est plus faible que
I'axiome usuel A""=A".
Definition 2. On appelle topoloqie associee d'un espaee PD (D, IX) la
topologie {J, engendree par les ensembles semi-ouverts. On appelle topoloqie
admise de IX ehaque topologie y, telle que:
(1) A"= ( U x'T' pour ehaque A CD.
"'EA
Proposition 3. Soit (D, IX) un espace PD. Les proprietes suivantes sont
equioalentee:
(2) (D, IX) est un espace eemi-topoloqique.
(3) Il existe une topoloqie admise y de IX.
(4) Il existe une topoloqie y, plus fine que {J, telle que (U Bs)" C A pour
chaque partie [ermee A de (D, y) et toute jamiUe (Bs), telle que Bs" C A
pour chaque s,
(2) =* (3): L'axiome (IX4) montre que la topologie assooiee {J est une
topologie admise.
(3) =* (4): Soit y une topologie admise. On a A"Y=A", done y est
plus fine que {J. En outre, (U B s)"=( U x")Y C AY=A.
(4) =* (2): C'est evident. s "'EUBs
Corollaire 4. La topoloqie associee d'un espace semi-topoloqique (D, IX)
est la moins fine des topologies admises de IX.
Corollaire 5. Une topoloqie y est admise, si et seulement si elle verifie
la relation (4).
Dans Ia suite, to utes Ies notions topoIogiques ordinaires auront rapport
a Ia topologie assooiee {J ou, dans Ie eas d'un espaee semi-topologique,
a une topologie admise y donnee d'avanee.
Definition 6. On dit qu'une partie V d'un espaee VD est polie, SI
WI J VI entraine W J V.
Si (D, IX) est un espaee semi-topologique et si y est une topologie admise,
chaque partie ouverte U de (D, y) possede un plus petit semi-voisinage Up.
Ce semi-voisinage est poli et I'on a x E UP si et seulement si x" () U #0
(proposition 3). On dit que I'application U 1-+ UP, U ouvert, est l'enveloppe
de IX.
Definition 7. Soient (D, y) un espaee topologique et }B une base
d'ensembles ouverts. On appelle enveloppe de }B chaque application
p: U 1-+ UP de }B dans I,j3(D) telle que:
(5) U CUp.
(6) V C U =* VP CUp.
(7) U= U Us =* UP= U u».
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On dit qu'une semi-topologie <X sur Q est deduite de p et ~, si y est une
topologie admise de <X et si l'application U 1--+ UP est la restriction a ~
de l'enveloppe de <x.
La relation (7) implique la relation (6).
'I'he or eme 8. Soient (Q, <x) un espace semi-topologique et y une topo-
logie admise de zx, L'enveloppe U 1--+ UP de tx est une enveloppe pour chaque
base d'ensembles ouverts. Soient, d'autre part, (Q, y) un espace topologique,
~ une base et U 1--+ UP une enveloppe de ~. Il existe sur Q une semi-
topologie <x et une seule, deduite de p et ~.
La premiere assertion est evidente, Soit <x une semi-topologie sur Q
verifiant la derniere assertion. Pour chaque x E Q, x" sera neoessairement
l'ensemble des points y, tels que x E UP pour chaque voisinage U E ~
de y, A"= ( U x"V et <x est uniquement determinee, On a x"=x"l' done,
XEA
d'apres la proposition 3, A 1--;" A" est une semi-topologie, dont y est une
topologie admise. Soient V C Q et U E ~ tels que U C P; la definition
de x" montre que UP est un semi-voisinage de chaque y E U et, d'apres (7),
on a UP C V. UP est done le plus petit semi-voisinage de U.
Oeneralement, <x n'est pas uniquement determines par y et l'ensemble
des parties polies de (Q, <x). Souvent, on peut construire un operateur
U 1--+ UP a partir d'un operateur moins civilise U 1--+ Us:
'I'he or eme 9. Soient (Q, y) un espace topologique, U la collection des
parties ouvertes, ~ une base de U et s : U 1--+ Us une application de U dans
~(Q), telle que U C Us pour chaque U. Il existe une enveloppe maximale
U 1--+ UP de ~ telle que UP C Us pour chaque U E~. Pour que la semi-
topologie <x deduite de p et ~, soit iaulependante de ~, il suffit que l'on ait
VB C Us si V C U.
En effet, on a neeessairement UP C U Uis pour chaque U E ~ et
i
(Ui) C ~ telles que U C U u; Soit done, pour chaque U E~, UP l'en-
semble des points x E Q verifiant la relation
On verifie aisement que l'application U 1--+ UP repond a toutes les con-
ditions.
Si y est une topologie accessible, on peut prouver que <x ne depend pas
de ~, si et seulement si pour chaque U E U, Y E U et x rf: Us, il existe un
voisinage W de y, tel que x rf: Vs pour chaque voisinage ouvert V de y,
contenu dans W.
Definition 10. Soient (Q, <x) un espace semi-topologique, y une
topologie admise de <x et U une partie ouverte de (Q, y). On appelle semi-
trontiere de U par rapport a y, l'ensemble OU= U'" - U.
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2. Espaces !'D initiales et finales
D'une correspondance cp d 'un ensemble Q' dans un ensemble Q, on
supposera toujours cpx# 0 pour cha que x E Q'. Pour tout A C Q, on
designera par cp-lA I'ensemble des x E Q' tels que cpx (1 A # 0 et l' on
designe par rp-lA I'ensemble des x E Q' tels que cpx CA.
Definition 1. Soient (Q, <x ) et (Q', <x' ) deux espaoes ! 'D , fJ et fJ' leurs
topologies a ssoeiees et cp une correspondance de Q' dans Q. On dit que
cp est m-cont inue si cp(A"') C (cpA)" pour tout A C Q' . On dit que cp est
continue si cr(AP') C (cpA)fJ pour tout A C Q' . On dit que cp est I-continue
si cp est contin ue et m-co nt inue. Si Q = Q', on (lit (\' est plus fine que ex ,
et I'on ccrit tx' >iX, si l'applicat ion ident ique est I-eont inue ; on dit que tx'
est plus mince que iX, et I'on ecrit ("(' >- (X, si l'appl icat ion ident ique est
m-continue.
'l'h e o r e m e 2. Soieni (Q(, <X/ ); £ [ une [amille d'espaces !'D, Q un en-
semble et , pour chaque i, CPt nne corresp ondence de Q dans Q/. Il exist e sur
Q une seule topologie I'D IX telle que, pour tout espace YD (Q' , IX') et chaque
application g : Q' --» Q, g est m-continue si et seulement si cheque CPig est
m-coniinue. O'esi en outre la topologie Y D la moins mince rendant m-continue
chaque cpi. Si chaque ('(i est 1tne topologie, ("( est la topologie l~nitiale sur Q
pour la [amille (cpt).
En effet , l'application
A 1- > A" = n
k
U rpi~ l ((cpt..A s)"is)
A,U ..• U Ak J A . ~ 1
i h .. .. ik E1
verifie toutes ces conditions.
On appelle iX Ia topologie !'D m -initiale sur Q pour la fami lle (cpt). Si cp
est une application d'un ensemble Q' dans un espace I'D (Q , IX) , Ia topologie
I'D m-initiale (\' sur Q' pour (cp) s'appelle l'image reciproque de IX par cpo
Si Q' C Q et si cp est I'inject ion canonique , on dit que IX' est Ia topologie
I'D induite par IX et (Q', :x' ) sera appele un sous-espace de (Q, IX ) .
Pr o p o s i tion 3 . Si cp est une application de Q' dans Q.l'image recipro-
que de ('( est tlonnee par A ~' ~~ q,-l(((pA) '). En outre, si IX est une semi -topoloqie,
y une topologie iulmise de IX et si cpQ' est une partie ouverte de (Q, y), alors
iX' est un e semi-topologie et la topologie reciproque y' de y est une topologie
admise de « ' ,
E n effet,
A~'= cp- I((cpA )")= cp- l(( U (cpx)")Y) =
:u A
= cp- l((cpcp- l U (cpx)'')Y u ((CcpQ') n U (cpx)"Y) = (U cp-l((cpx)"')y' =
x eA
= ( U x " y' (proposition 1.3).
:reA
P renant comme morphismes les correspondances I-continues , on obtient
la not ion d'unc topologie I'D I-initiale, c'est-a-dire g est I-cont inue si et
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seulement si chaque rpig est I-continue. Pour qu'une topologie 'I'D m-initiale
IX soit I-initiale, il faut et il suffit que chaque rpi: (Q, IX) - (Qi, IXi) soit
I-continue ou que la topologie associee de rx soit la topologie initiale sur
Q des topologies associees fii. Bornons nous au resultat suivant:
Proposi tion 4. Soient (Qi, iXi) une [amille d'espaces 'I'D et, pourchaque i,
Pi la projection de Q =IIQi sur Qi. La topologie YD m-initiale IX sur Q pour
la [amille (Pi) est I-initiale et iX est une semi-topologie, si chaque IXi est une
semi-topoloqie. Si, p01lr chaque i, Yi est une topologie admise de lXi, I' = flYi
est une topologie odmise de IX. Si A=IIAi, Ai C Qi, on a A"=IIA"i.
La demonstration est assez classique et se fait par I'intermediaire des
ensembles elemeniaires, c'est-a-dire les ensembles de la forme A =IIAi,
Ai = Qi sauf pour un nombre fini d'indices. Les ensembles elementaires A,
tels que x E IIA/i, forment un systeme fondamental de semi-voisinages
de x et A est poli si chaque Ai est polio
On dim que (Q, IX) est l'espace produit des (Qi,IXi). Mentionnons encore
les resultats suivants:
Proposition 5. Soient (Q', 'X') un espace YD, Rune relation d'equiva-
lence dans Q', g l'application canonique de Q' sur Q=Q'IR. Il existe sur
Q une topologie 'I'D et une seule iX telle que, pour chaque espace YD (Q", 'X")
ei touie correepondamce (I' de Q dans Q", on a:
(1) rp I-continue -* rpg i-coniinue =- rp m-coniinue.
La topologie 'I'D iX est la plus mince pm-lr laquelle g est I-continue et iX est
une (semi-)topologie si ix' est une (semi-)topologie. Si (3' est la topologie
associee de la semi-topologie «", y = /3' IRest une topologie admise de IX.
Posons, pour tout A C Q, A" = (g((g-lA)"W. L'application A 1_ AI'< est
une topologie YD verifiant la relation (1). Si x' est une semi-topologie et
Bs" CAY, on a (g-lBs)'" C g-l(Bs") C g-l(AY), done (U g-lBs)'" C g-l(AY) et(U Bst CAY.
On dit que (Q, IX) est l'espace vt: quotient de (Q', 'X') par R.
Corollaire 6. Soient it' une topologie admise de IX', 15 = y' IR et eupposons
que la semi-adherence dans (Q', IX') et l' adherence dans (Q', /n de toute partie
de Q', saiuree par rapport it R, soient saturees. Alors r5 est ume topologie
admise de IX -IX'IR.
En effet, on a A"'=g((g-lg((g-lA)"))fI')=g((g-lAf') et
A" => ( U X")6 => g((g-l U :r")y') => g(( U (g-lX)"')Y') =g((g-lAt') =A\
"'EA
parce que 15 est plus fine que y.
On dit que Rest une relation d' equivalence convenable dans (Q', iX'),
pour une topologie admise 1", si y'IR est une topologie admise de iX'IR.
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3. Liasses de [onctions
Soient (Q, y) un espace topologique, U la collection des parties ouvertes
de (Q, y), R un ensemble et p: U 1--+ UP une application de U dans ~(Q).
Introduisons les axiomes suivants:
(A) UP:J U pour chaque U E U.
(B) Soient U E U, (Us) C U, U Us:J U et I, g deux [onctions de UP U U UsP
dans R. On a restuP1= rest rfl' g, si restu~/=rcstu~g pour chaque s.
The 0 rem e 1. Les proprietes suivantes soni equiualentes :
(1) Il existe un ensemble R, contenant a moins deux elements, tel que le
systeme (Q, y, p, R) verifie lee axiomes (A) et (B).
(2) Il existe sur Q une semi-topologie iX et une seule, telle que y soit une
topologie admise de iX et telle que les ensembles UP, U 3 x. soni les
semi-voisinages polis de chaque point x.
(3) Le systeme (Q, y, p, R) verifie les axiomes (A) et (B) pour chaque
ensemble R.
(1) => (2) : Supposons U C U Us, U, Us E U. Soient a et b deux elements
distincts de R , I =a dans UP U U UsP, g=a dans U UsP et g=b dans
UP\ U u». D'apres (B), on a I=g dans UP, dono UP C U UsP et Ie
theoreme 1.8 s'applique.
(2) => (3) => (1): C'est evident.
Soient desormais (Q, iX) un espace semi-topologique, y une topologie
admise de iX, U l'ensemble des parties ouvertes, (J) l 'ensemble des parties
polies de (Q, iX) , R un ensemble et Jt': U J--+ Jt'(U) une application qui
associe a toute partie U E U un ensemble Jt'( U) de fonctions I: UP --+ R.
Definition 2 . On dit que le systeme (Q, iX, y, Jt' ) (ou (Q, Jt')) est
une liasse de [onciions , de base Q . a valeurs dans R, s'il verifie l'axiome
suivant:
(H-1) Soient U E U, (Us) C U, U C U Us et 1une [onction. de UP U U UsP
dans R. On a rest uP1E Jt'( U), si restu~1E Jt'( Us) pour chaque s.
Proposi tion 3. Pour que le systeme (Q, iX, y, Jt' ) verifie l'axiome (H-1),
il laut et il suffit qu'il verifie les relations suivantes :
(H-1.1)
(H-1.2)
U, V E U, V C u, 1E Jt'(U) =>restvt' 1E Jt'(V).
U E U, (Us) C U, U Us= U, ReS, I: UP --+ S , alors
restu~1E Jt'( Us) pour chaque s entraine 1E Jt'( U).
Pour iX = y, on retrouve la definition d'un faisceau de fonctions a valeurs
dans R.
Soient (Q, iX, y , Jt') une Iiasse de fonctions a valeurs dans R, Q' E U,
v' la topologie induite par y et a' la semi-topologie induite par iX sur Q'
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(proposition 2.3). Avec les notations evidentes, on a UP' = UP () D' pour
chaque U E U'. Soit g une fonction de a» dans R. Pour ohaque U E U'
et [ : UP' --+ S :) R , on designe par tg la fon ction x 1--+ I(x) dans UP',
x 1--+ g(x ) dans UP- Up'. Soit .?If'g(U), U E U', l'ensemble des fonctions
j : UP' --+R, telles qu e juE .?If(U). Un caleul elementaire montre :
Proposition 4. Le syste-me (D', (X', y', .?If'g) est une liasse de jonctions,
de base D'.
On appellera (D', .?If'g) la restriction it D' , par rapport it g, de la liasse
(D, .?If). On a .?If'g(U)=.?If(U), si UP CD' .
Soient (Di , (Xi, Yi, .?Ifi) un e famille de liasses de fonctions it valeurs
dans R, (D, IX ) l'espace produit, y la topologie produit des Yi et U l'ensemble
des parties ouvertes de D (proposition 2.4). Pour chaque j E I et x = (Xi) E D ,
on designe par tzi l 'application y 1-), (Xi'), au Xi' = Xi pour i=t6j et X/ =y,
Y E Dj • Soit, pour chaque U E U et x E U, V~i la plus grande partie ouverte
de Di sat isfaisant it txi V~i C U et done a. txi(V~i)Pi CUp. Soit enfin, pour
chaq ue U E U, .?If(U) I'ensemble des fonctions I de UP dans R , t eIles que
la rest ri ct ion de Itxi soit un element de .?Ifi(V~i) pour chaque x E U et i E I.
P r oposition 5 . Le syste-me (D, IX, y, .?If) est une liasse de lonctions Go
ualeurs dans R , appelCe la liasse produit des (Di, lXi, Yi , .?Ifi).
Soient (D', (X' , v' , .?If' ) une Hasse de fonctions it valeurs dans R, G une
relat ion d'equivalence convenable pour y' , (D, IX) l' espace quotient, g
l'application canonique de D' sur Q et y = y'/G (corollai re 2.6). On a
UP=g((g-l U)P' ) pour chaque partie ouver t e U de (D , y). p our chaque U,
.1f/ (U ) l'ensemble des foncti ons I : UP --+ R telles que Ig E .?If'(g-l U).
Pr oposition 6. Le syste-me (D, (x , y,.?If) est une liasse de jonctions,
appelee la liasse quotient de (D', IX', y' , .?If') par G.
Soit maintenant R un espace topologique. Le resultat suiva nt est
evident :
Proposition 7. Si chaque jonction ! E .?If(U) d'une liasse (D, .?If) est
continue dans U, on a la me-me propriete pour toute restriction ou liasse
quotient de (D, .?If).
4. Exemples
1. Chaque faisceau .1f/ de fonctions sur un espace topologique est une
Hasse de fonctions (D, y, y, .?If). P ar exemple, Ie faisceau de base q des
fonctions analytiques ou le faisceau des fonotions harmoniquos d'un
espace harmonique.
2. Munissons l'ensemble D='Z de la semi-t opologie determines par
i" = {i - 1, i, i +1}, A" = U x", La topologie associee f3 est la topologie
"Ed
discrete. Pour chaque U E U, .?If(U) sera l'ensemble des fonctions har-
moniques disoretes dans U, c'est -a-dire U E .?If(U) si u est une fonction
2 Indagationes
]8
de UP dans Xl, telle que 2u(i)= u( i +l)+u(i-l) pour chaque iE U. Le
systeme (D , lX, {J, £) est un e Hasse de fonctions a valeurs dans n. On
peut d 'ailleurs generaliser cet ex emple a '6n et a des equat ions aux diffe-
rences beaucoup plus generales.
3. Munissons l'ensemble D = 11 de la semi-topologie determines par
i" ={i -l , i} si i> O, O"={O} et A " = U x". La topologie assooiee {J est la
XEd
topologie discrete. Scient R I 'ensemble D(A ,:F, P), ou (A , .fF , P) est un
espace probabilise, (:F1I ) une suite croissante de sous -tribus de :F et
Rn =Ll(A , .'!F1I , P). Pour chaqu e U E Il, ff'(U) sera l' cn semble des fono-
tions u: UP -7 R, telles qu e u(i ) E Hi pour ehaque i E UP et teIles qu e
Ies esperances conditionnelles verifient la relation E[u( i +l)l:Fi J= 1t(i ),
pour ehaque i r= U. £(Q) est done l'ensemble des martingales denombra-
bles par rapport it (:Fi ) . Le sys t eme (1) , lX, {J , £) est une Hasse de fonctions,
de base 11, it valeurs dans D(A , .'!F, P) . Voir [1], exemple 29, pour quelques
autres proprietes de ce syst eme.
4. Soient (Q, y) un espace looalement compact, .rJ8 Ia tribu borelienne
et U une base d 'ensembles ou verts. Pour chaquc V E U on se donne un
noyau lJ v sur (Q, BB). Soit 1'( V) l'adherence de la reunion de V et des
supports des mesures HV( x , -). x E V. Supposons que l'on ait 1'(U) =
= (U 1'( Vs))" pour chaque famille (Vs) C V, tell e qu e U r, = U E U. II
existe a lors une semi-topologie lX sur D, dont y est un e t opologie admise
et telle que 1'( U ) = UP)'. Cet t e semi-topologie est uniquement determinee
par Ia condition que chaque xE D possede un systeme fondamcntal de
semi-voisinages fermes.
En effet, posant UP la reunion des ensembles 1'(V), V E U, V)'C U,
V)' compact , I'applicat ion U 1-7 UP , U E U, satisfait aux conditions du
theoreme 1.8, 1'( U) = UP)' et 1'( V) = vpy CUP, si vY C U est compact.
(Voir aussi le paragraphe suivant ).
5. Chaquc modele de la theorie axiomatique du potentiel de HANSEN
satisfait aux conditions de l'exemple precedent (voir [6], Satz 5.8). Soit,
pour chaque partie ouverte U de D , £ (U ) l 'ensemble des restrictions l\
UP des fon ctions harmoniqucs dans U. Le systeme (D, lX y, .7{) est une
liasse de fon ctions.
En effet , dans cette theorie (D , y) possede une base denombrable, dono
chaque UP est un ensemble borelien, j E £(U), prolongee par 0 dans
CUP , est harmonique dans U et I'on pout appliquer Sa t z s.n et 3.11 de [oJ.
5. T heorie locale du potentiel, associee it un noyau
Scien t (D, y) un espace topologique localement compact it base denom-
brable, It l' ensemble des parties ouvertes, 9! un e tribu sur D telle que
U C 9l, BB l 'enscmble des fonctions numeriques 9l-mesurables, .'!/J+ I'ensemble
des j EBB, [ » 0, et N: BB+ - )0 .<J8+ un noyau sur (Q, 2l).
P our tout A E 9l et toute fon ction mesurable j, definie sur A, on designe
par J A/ la fonction egale a j dans A, egale it °dan s CA. Pour chaque
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IE!!J, on designe par NI la fonction NI+-NI-, definie dans les points x
tels que (NI+)(x) #-00 ou (NI_)(x) #-00.
Definition 1. Pour chaque A E 2l, on designs par supp A l'ensemble
des points y tels que, pour chaque voisinage U de y, on a JANJCAnul#-O.
Pour chaque U E U, on designe par Us l'ensemble Ur u supp U.
L'ensemble supp A est ferme. Le lemme suivant resulte de l'existence
d'une base denombrable et du fait que In t I dans :18+ entraine Nln t NI.
Lemme 2. A E21, l,gE!!J+, I=g dans A usupp A=,.JANJCAI=
=JANJCAg·
Lemme 3. (1) UEU=>-SUppUCCU.
(2) U, V E U, V C U-* supp V C Us.
La premiere assertion est manifeste. Soient y ¢ Us, W un voisinage de
y tel que W n U=0 et JuNJCunwl=O. On a
.Iv NJCYnIl' I =Jv N(J cunll'+J(U-V)nw)1 =Jv NJcunwl =0,
done y ¢ supp V.
Lemme 4. U E U, (Ui ) C U,
U = U o, =>- supp U C tr u (U supp UdY.
En effet, soient y E sUPP U, Y ¢ UY U (U supp UiY, W un voisinage de
y tel que W n (U u U supp Ui ) = 0 et (J uNJ CUnW1)(x) oF °pour un point
XE U. Si XE Ui, on a d'apres le lemme 2: JUiNJcuinwl=O, done
J uiNJc Un II'1 = 0, ce qui est absurde.
L'application U l~ Us possede les proprietes U C Us et V C U =>-
=- Vs C Us. Soit ~ une base denornbrable d'ensembles ouverts relativement
compacts. D'apres les theoremes 1.8 et 1.9, il existe une enveloppe maxi-
male U I~ UP C Us de ~ et une semi-topologie unique IX deduite de p
et ~~, ne dependant pas de ~.
Lemme 5. U E U =- uPY= Us.
D'apres les lemmes 3 et 4, on peut supposeI' U E~. Supposons
y E Us- U'" et soit W E ~ un voisinage de y tel que WY n U'" = 0, done
y E supp U - UY. Pour chaque Z E WY et x E U, il existe Ux,z E U tel que
x E Us.« C U et Z ¢ U~.z ((8), paragraphe 1). WY etant compact, il existe
U; E U, tel que x E U; C U et WY n Uxs=0. La famille (Ux ) contredit
l'assertion du lemme 4.
Lemme 6. V E U, VY compact, vr C U ==> VPr CUp.
Il faut prouver la relation supp V C U tt», pour chaque recouvrement
ouvert (Ui ) de U. On a VY C U o, pour un ensemble fini J, donc
'iEJ
supp V C vr u U supp to, n V) C U Uis (lemme 4).
iEJ
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En resume :
'I'h e o r em e 7. Il existe sur Q une semi-topologie IX et une seule, telle
que y soit une topologie admise de IX et telle que l'enveloppe p de IX verifie
les relations:
(3) upy= tr V supp U.
(4) VYC U compact =}- Vpy C Up.
En outre, UP E m: et UP= U (vY V supp V) pour chaque U E U.
vYcu
V£!B
On designe par f!J(U), U E U, l' ensemble des fonct ions mesurables de
UP dans it
D efini ti on 8 . Soient U E U, IE f!iJ+ (U ) et i un e ex tension mesurable
quelconque de I aQ. On designe par N ulla fonction egale a I dans UP - U,
egale s n }dan s U. Si I E f!iJ(U) , on designe par N ulla fonction Nul+-
- N ul-, pourvu que cette expression soit partout definie dans U. On
dira que Ie noyau N u est Ie noyau restriction de N a U.
D 'apres (4) et Ie lemme 2, Nul ne depend pas de l 'extension 1de I.
D efini ti o n 9. Ondit qu 'une foneti on j E f!iJ+(U) est excessive dans U,
par rapp or t a N, si N ul <, I. On dit qu'une fonction finie I E f!iJ(U), locale-
ment borneo dans U, cst invariante dans U, par rapport a N, si N ul =f.
Soien t Y (U ) l'ensemble des fonctions invariantes dans U et Y+*(U )
l' ensemble des fonctions excessives dans U.
'I'h e o r e m e 10. Les sustemes (Q IX, r. ./)et (Q, IX, r. Y +*) sont des liassee
de [onctions.
Dem onstration immediate.
L emme 11. IEY+*(U) =}- JuI EY +*(U ).
Proposition 12. Soient U, VE U, V C U, / E ./+*(U) et gE./+*(V ),
tels que 1<, g dans VP- V. Alors, la [onciion. h definie par h = I dans UP - V,
h = inf (f , g) dans V, est excessive dans U.
00
D efinition 13. Lcnoyau potentieldeNuestlenoyauGu= I (N u)7' .
o
Pour cha que IE f!iJ+ (U ), on appelle Guile potentiel [aible dans U de I.
On dit que la fonction Gul est un potentiel, si N uooGul = O.
On a I u+ GuN u=Iu+ N uGu= Gu. Si Gul est un potentiel, on a neees-
saireme nt 1= 0 dans UP - U. Les resultats suivants sont des modifications
faciles de la theorie globale du potentiel du noyau N (voir [7], chapitre 10.2).
Propositi on 14. Une [onciion. g E f!J(U) est un potentiellaible si et
seulemeni si g E./+*(U) et (N uOOg)(x) =O ou (N uOOg)(x) =oo pour chaque
x E Up. Dans ce cas, posant 00 - 00 = 00, on a g= Gu(g - N ug).
Soit f!i'(U) l 'ensemble des potentiels dans U . On dit qu 'une fonction
l EY +*(U) est surinvariante, si la fon ction N uool est finie dans UP et
localement bornee dans U.
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Propositi on 15 . Toute [onction. surinvar iante 1 est, d'une layon uni-
que, la somme d'un potentiel dans U et d'une [onction. invariante g dans U
(decomposition de R iesz). La [onciion. g est la plus grande minorante in-
variante dans U de 1 et est eqale a N u00I.
Proposition 16. Toute minorante excessive d'un potentiel est un
p otentiel.
Definition 17 . Soient U E U, 0= UP, A CO et 1>0 une fonetion
numerique, definie sur A . On appelle la reduite de 1 relatif it A et 0 et
on designe par R,A.O la fonetion
x 1-+ {inf u(x) : u E f +*(U) , u > 1 sur A }, x E O.
Prop 0 s i t i on 1 8 . So ient 1 E f +* (U) et A une p artie mesurable de
O=Up. On a R,A.oEf+*(U) et
(5)
00
R,A.O=JAI+JO-A~ (N u Jo-A)nNuJAI.
o
En outre, JO-AN uRr4 ,O=JO- ARr4,o.
Corollaire 19. Soient V C U, Py CUP, 1 E f +*( U) , alors
JV1JyR,w,O=JV1JyR,O-V,o et J VpRfVP-V.o=JV1JR,w .O, 0= Up.
L'egalite est evidente pour Ies points x E 0V, l'egalite dans V resulte
de la proposition 12.
Definition 20 . Pour ehaque U E U, on designe par £'+(U ) l' ensemble
des fonetions finies 1E f!lJ+( U), Iocalement bornees dans U, t elles que pour
chaque x E U il existe un voisinage ouvert V de x, ver ifian t les relations
V C U, v py C 0 = UP et
(6) JvRfw ,o=Jvl.
Lemme 21. IE £'+(U)=-/Ef+*(U) .
En effet, pour ehaque XE V et e > O, il ex iste une fonetion gE f +*(U) ,
t elle que 1<g dans Vpy et g(x) <. I(x) +e, do ne
(Nuf)(x) = (Nvf)(x) <.(Nvg)(x) = (Nug)(x) <. g(x )<. / (x )+ e.
On peut ensuite appliquer la pr oposition 18 :
Lemme 23. Dans les notations de la definition 20 on a :
IE £'+(U) , we V =- J wR, ,,w,o = J wR!" v .o= J wl.
Cela resulte du eoroIlaire 19:
Jwl > JwRt"w .o = JwR,o-w. o > JwR,o-V,o = JWRf"v.o = Jwl.
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Prop osition 24 . L e syste-me (Q, zx , y, £'+) est une liasse de [onctions ,
1. Soient I E yt>+(V ), we V, X E W, V un voisinage ouver t de x tel
que Vpy C W P, V C W ct JvRtw .uP=Jvl (lemme 23). On a
Jvl = JvRlv, Up ;;;.JvRlv ,IvP
(theorems 10, propositi on 18). D 'au tre part , on a g = Rt'vp- v .JVPE Y +*( W),
h=Rt up-v .uPE Y +*(V) (proposition 18), g=h dans W P- W , done la
fonction JJV inf (g, h) + J up- JVh est excessive dan s Vet ma jore I dans 15 V
(proposition 12). Par consequen t ,
J vRl v ,JVP=JvRtWP-v,WP ;;;.JvRiv. uP =Jvl ct I E £'+(W ).
2. Soient I une foncti on numerique sur UP, (Ui ) un recouvrement
ouver t de Vet soit la restriction de I a chaque V iP un element de £'+(Vi).
On a lEY+*(V) (theoreme 10, lemme 21) et I est partout finie et localement
borneo dans V. Soient x E Vi n V, Vpy C V iP, V convenable. On a
I ;;;.Riv,uP;;;.Rtw,UiP=1 dans V , done I E £'+( V) .
Definition 25 . Soit U E U. On dit qu'une fonction numerique, de-
finie sur V P, est harm on ique dans V si, pour chaque x E V , il existe un
voisinage ouvert V C U de x t el que la restricti on de I a VP soit un
element de .Y1'+(V ) - Jf'\ (V). Soit .Y1'(V ) l 'ensemble des foncti ons harmoni-
ques dans V.
On a I E .Y1'+(V ) pour chaque fon ction I;;;. 0, harmonique dan s U (lemme
23, proposition 24).
'I'h e ore me 26. L e syste-me (Q, lX, y, .Y1') est une liasse de [onciions.
C'est un e Iiasse lineaire d 'apres la proposition 18, c'est -a-dire
1+ J.g E .Y1'(V ), si I,g E .Yf'(V) et ;. E '6..
Exemple 27. Soit N Ie noyau identite 1 1-+ I. Dans ce cas, on a
V P= V pour chaque V E 'll, chaque fonction I E @+(V ) est excessive dans
V, chaque fonction finie et localement bornee dans V I E @(V) est in-
variante, mais 1=0 est la seule fonction harmonique. Cette situation
indesirable est reparee par les resultats suivants.
Proposition 2 8. P our que l'on ait Y+(V) = .Y1'+(V) pour chaque V Eil,
il laut et it suffit que le noyau N satis iasse it la condit ion suivante :
(7) P our chaque U E n, I E .~+ ( U ) et x E U , il existe un. voisinage ouvert
V C V de x, tel que g ;;;. I dans V pour toute [onction. g E Y+( V) avec
q ;»] dans VP - V.
Supposons Y+=f.f+, I E Y +(V ) et x E V . Soicnt V un voisinage de x
te l que J vRi v, uP =Jvl et g E Y+ (V ), q ;»] dans VP- V . La fonction
J v inf (f , g) +J rfl'-vl est excessive dans V et maj ore I dans 15 V, done q » I
dan s V . Reciproquement, soient lE Y +(V ), x E V et V un voisinage de x
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d'apres (7). On peut supposeI' V C U et VVY C UP et l'on a g = Riv,up E
E Jf+( V), g = f dans (j V, done f = g dans V et f E yf'+(U).
Definition 29. On dit que U E U est un ensemble P s'il existe une
fonction u. E Jf+(U), telle que 1 <.u.<. k < 00 dans Up. On dit qu'un ensemble
U E U est un ensemble M si I'on a t>» dans U pour toutes les fonctions
f, g E Jf+(U), teIles que g soit borneo superieurement dans U et i>» dans
UP - U. On dit que le noyau Nest harmonique si chaque point possede
un voisinage P - M.
Une fonction mesurable finie u ;»1 est invariante dans U si et seulement
si u est localement bornee dans U et si le noyau N' sur UP, definie par
N'f=(Nufn)/n est markovien.
Proposition 30. Soient U um. ensemble P et 1 <.u<.k<oo, 'U E .f(U).
Pour que U soit uti ensemble M,il faut et il sutfit que la fonction J uU soit
um potentiel.
En effet, si U est un ensemble M, la fonction Juu est surinvariante
et sa plus grande minorante invariante est 0 (proposition 15). Reoipro-
qnement, soient [, g E Jf+(U), f>g dans UP- U et g bornee superieurement
dans U. La fonction h=Ju(l-g) satisfait a Nuh<.h et h ;» -a pour un
a E '8+. On a aJo« E f?lJ( U) et aJnu:+h > O. L'assertion resulte maintenant
du lemme suivant:
L em me 3 1. Soient U E U, P E f?lJ( U) et h E !!iJ( U) nne fonction telle que
Nuh<.h et p+h>O. Alors hE Jf+*(U).
On a O<.Nuoop+NUOOh = Nuooh<.h.
'I'h eo r e m e 32. Soient U un ensemble P-M et hE :!.B(U) nne fonction
bornee injerienrement dans U, telle que Nuh<.h et h>O dans UP- U. Alors
hEJf+*(U) (principe du. minimum).
Proposition 33. 'I'ouie partie ouoerte V d'un ensemble P-M U est un
ensemble P - M. En particulier, chaque nouau. harmonique verifie la re-
lation (7).
En effet, dans les notations de la definition 29, la fonction
Jv inf (I-g, 0) +JvP-v 0
verifie les conditions du theoreme 32. Pour la verification de la relation
(7), il suffit a supposeI' vY C U, vY compact.
Lemme 34. Soient U un ensemble M, fEJf+(U) une fonction bornee
su.perieuremeni dans U, g E Jf+*( U) et g > f dans UP- U. Alors g> f partout.
On a g>RgUP-u,uP>RfuP-u,uP=h<.f. La fonction h est invariante et
h ;»] dans UP- U, done g>h=f.
The 0 I'erne 35. Soit U E U un ensemble P - M. Alors U est un ensemble
regulier dans le sens suivant:
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(8) Pour chaque [onciion. mesurable et bornee I dans VP - V, il existe une
[onction. bornee Hfu E £?( V) et une seule, egale a I dans VP - V.
(9) Hfu ;;. 0 si I ;;. O.
Supposons d'abord I;;. 0; on a 1« k pour une fonction k E £?+(V), dono
la fonction h=I+Juk est excessive finie. La fonction g =Hfu=RlI,u'P-U,u'P
est invariante, dono harmonique, dans V et g= I dans UP - V. Si I est
de signe quelconque, on pose H f u=H4-HY_ . Si la fonction u E £?(U )
est borneo et u=1 dans VP-V, on a U+kE £?+(U) et Hfu +kE £?+(U)
pour uno fonction bornee k E £?+(V), done u=Hfu (definition 29).
On supposera desormais que N soit un noyau harmonique. Chaque
point x possede done un systeme fondamental de voisinages reguliers.
'I'heor erne 36 . Soit (fn) C £?(V) une suite isotone, bornee superieure-
ment dans Up. La [ondion. I = sup In est harmonique dans V.
En effet, soit V un ensemble P-M tel que Vl' C V. On se ramene au
cas (fn) C £?+(U). La fonetion I est alors mesurable, borneo, positive et
invariante, done harmonique.
De fi nit ion 37 . On dit qu 'une fonction I E !!J(V) est hyperharmonique
dans V, si elle est borneo inferieurement localement dans V et si eUe
verifie la propriete
(10) Pour chaque x E V, il existe un voisinage we V de x tel que les
relations x E V e Vl' C W, V regulier , g «1 mesurable et bornee dans
VP- V , entra~nent I;;.Hgv dans V.
On designs par £?*(V ) l'ensemble des fonetions hyperharmoniques
dans V.
'I'h e o r e m e 38 . ,:)f'+*(U )= f +*(U ) pour chaque V E U.
Soient I EJ+*(U) , x E V, X EWe Wl' C V, W un ensemble M -Po Pour
ehaque V E U, V C W, q « ], g mesurable et bornee dans VP- V, on peut
supposer q » 0, done H gV E £?+(V) (theorems 35) et I ;;.H gV dans V (lemme
34). Reciproquement, soient I E !!J+(U) bornee, x E V et (Vt ) C V une suite
deeroissante de voisinagcs ouverts M -P de x, tels que n Vt = {x}. On
a JviltJzl, done
(Nu JvJ) (x) t (N u Jz/)(x) =/(x) (N u Jzh)(x)/h(x) « / (x ) (Nu h)(x)/h(x) «/(x),
ou 1«h «M, h E £?+(Vo). Supposons maintenant IE £?+*(V) bornee, Pour
ehaque e » 0 et i assez grand, on a
(NU f) (x) = (NVi HfVi) (x) + (NVi(f -HfVi))(X) « H fVi(X)+ I(x) -HfVi(X) +c.
Enfin, pour IE£?+*(U) queleonque, on a
1= supinf(f,nh) et inf(f,nh)EJt\*(V),
n
done Nul= sup N u inf(f,nh)«1 dans V.
n
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Les theoremes 26,32,35,36 et 38 montrent que Ie systeme des fonctions
harmoniques par rapport a un noyau harmonique satisfait formellement
aux axiomes d'un espace harmonique (voir [2]).
Exemple 39. Soient {)=Z, muni de la topologie discrete et soit N
le noyau f I-i>- (i I-i>- (f(i-l)+f(i+l))/2). N est un noyau harmonique et
les fonctions harmoniques par rapport a N sont les fonctions harmoniques
disoretes de l'exemple 4.2.
Mathematisch Instituut der
Rijksuniversiteit, Utrecht
BIBLIOGRAPHIE
1. BERTIN, E. M. J., Fonctions harmoniques non-reelles, Indag. Math., 32, 45-52
(1970).
2. BOEOC, N., C. CONSTANTINESCU and A. CORNEA, Axiomatic theory of harmonic
functions. Non-negative superharmonic functions. Ann. Inst. Fourier,
Grenoble, 15, 1, 283-312 (1965).
3. and, Semigroups of transitions on harmonic
spaces. Rev. Roum. Math. Pures Appl. 12, 763-805 (1967).
4. BRELOT, M., Une axiomatique generale du problems de Dirichlet dans les espaces
localement compacts. Sem, de theorie du potentiel, no. 6, 15 p. (1957).
5. CONSTANTINESCU, C., An axiomatic theory for the non-linear Dirichlet problem.
Rev. Roum. Math. Pures Appl. 10, 755-764 (1965).
6. HANSEN, W., Potentialtheorie harmonischer Kerne. Seminar uber Potential.
theorie, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York (1968).
7. MEYER, A. P., Probabilitos et potentiel, Hermann, Paris (1966).
8. MONNA, A. F., Remarques sur la theorie axiomatique des fonctions harmoniques
et la t.heorie des faisceaux. Nieuw Arch. Wisk. 14, 213-221 (1966).
